
ÎÁÇÎÐÍÀß ËÅÊÖÈß ÏÎ ÒÅÎÐÈÈ ×ÈÑÅË

1 Ââîäíûå ñâåäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

×èñëî α ∈ C íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ Z[x]
òàêîé, ÷òî f(α) = 0. Ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî f(α) = 0, íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ÷èñëà α. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ

òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà öåëóþ ïîñòîÿííóþ. Ñòåïåíü ÷èñëà α ýòî ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî

ìíîãî÷ëåíà. ×èñëî α íàçûâàåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìèíè-

ìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâåí 1. Åñëè ÷èñëî α íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, òî îíî íàçûâàåòñÿ

òðàíñöåíäåíòíûì. Ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îáðàçóåò ïîëå.

Ïðèìåð 1. Ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî q /∈ Z ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïåðâîé ñòåïåíè, íî íå

ÿâëÿåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì. ×èñëî
√
2 ÿâëÿåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì ñòåïåíè 2.

Ñóùåñòâîâàíèå òðàíñöåíäåíòíûõ ÷èñåë âûòåêàåò èç ñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ

÷èñåë è íåñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Âïåðâûå òðàíñöåíäåíòíîå ÷èñëî â ÿâíîì âèäå áûëî ïîñòðîåíî Ëèóâèëëåì âî âòðîðîé

ïîëîâèíå 19 âåêà, ýòî ÷èñëî α =
∑∞

n=1
1

10n! . Ìåòîä Ëèóâèëëÿ ïîçâîëèë äîêàçàòü òðàíñöåí-

äåíòíîñòü ÷èñåë π, e.
Ä. Ãèëüáåðò â 1900 ã. íà Ìåæäóíàðîäíîì ìàòåìàòè÷åñêîì êîíãðåññå ïðåäñòàâèë ñïèñîê

èç 23 îòêðûòûõ ïðîáëåì, îõâàòûâàþùèõ âñå îñíîâíûå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè. Ê íàñòîÿùåìó

âðåìåíè 12 èç íèõ ïðèçíàíû ïîëíîñòüþ ðåøåííûìè, 7 ðåøåíû ÷àñòè÷íî, 3 ïðèçíàíû ñëèø-

êîì ðàñïëûâ÷àòûìè è òðåáóþùèìè óòî÷íåíèÿ è 1 íå ðåøåíà äàæå ÷àñòè÷íî. Â 7-é ïðîáëåìå

Ãèëüáåðò ñïðàøèâàåò, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 2
√
2 òðàíñöåíäåíòíûì. Ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê À.

Ãåëüôîíä äîêàçàë òåîðåìó, êîòîðàÿ ãëàñèò, ÷òî äëÿ ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α, îòëè÷-
íîãî îò 0 è 1, è ëþáîãî àëãåáðàè÷åñêîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà β ÷èñëî αβ ÿâëÿåòñÿ òðàñí-
öåíäåíòíûì. Òåì ñàìûì, äàâ óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà 7-þ ïðîáëåìó Ãèëüáåðòà. Ê ïðèìåðó,

èç òåîðåìû Ãåëüôîíäà è òîæäåñòâà eπi = −1 íåìåäëåííî ìîæíî âûâåñòè òðàíñöåíäåíòíîñòü
÷èñëà eπ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ðàáîòàõ Ëèóâèëëÿ, Ãåëüôîíäà è èõ ïîñëåäîâàòåëåé áûëè

ðàçâèòû ìîùíûå àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà òðàíñöåíäåíòíîñòè, çàäà÷à äîêàçà-

òåëüñòâà òðàíñöåíäåíòíîñòè â îáùåì âèäå îñòàåòñÿ êðàéíå òðóäíîé. Ê ïðèìåðó, äî ñèõ ïîð

íåèçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ ëè ÷èñëà πe, ππ, ee, ln(π) òðàíñöåíäåíòíûìè (è äàæå èððàöèîíàëüíû-
ìè).

2 Îò Âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà ê abc-ãèïîòåçå

Â 1637 ã. Ï. Ôåðìà îñòàâèë íà ïîëÿõ îäíîé èç êíèã Äèîôàíòà, ãäå ðàññìàòðèâàëîñü óðàâ-

íåíèå x2 + y2 = z2, ñëåäóþùóþ ôðàçó: "Âìåñòå ñ òåì íåâîçìîæíî ðàçëîæèòü êóá íà äâà

êóáà èëè áèêâàäðàò íà äâà áèêâàäðàòà è âîîáùå íåâîçìîæíî ðàçëîæèòü íèêàêóþ ñòåïåíü,

áîëüøóþ ÷åì äâà, íà äâå ñòåïåíè ñ òàêèì æå ïîêàçàòåëåì. ß íàøåë ïîèñòèíå óäèâèòåëüíîå

äîêàçàòåëüñòâî, íî ïîëÿ êíèãè ñëèøêîì óçêè, ÷òîáû âìåñòèòü åãî".

Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 3 óðàâíåíèå xn + yn = zn íå
èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

2.1 Ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà Âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà

Èñòîðèêè ìàòåìàòèêè ïîëàãàþò, ÷òî Ôåðìà èìåë ââèäó ìåòîä áåñêîíå÷íîãî ñïóñêà, êîòîðûé,

äåéñòâèòåëüíî, ïîçâîëÿåò äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ n = 4. È ýòî åäèíñòâåííûé ïîêàçàòåëü, äëÿ

êîòîðîãî òåîðåìó óäàëîñü äîêàçàòü ñðåäñòâàìè ýëåìåíòàðíîé àðèôìåòèêè.

Óæå ñëó÷àé n = 3 òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ àðèôìåòèêè êâàäðàòè÷íîãî êîëüöà Z[
√
−3] è

áûë ïîëíîñòüþ îáîñíîâàí Ýéëåðîì (1768 ã.) áîëåå 100 ëåò ïîñëå òîãî, êàê Ôåðìà îñòàâèë
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ñâîþ çíàìåíèòóþ çàïèñü. Ñïóñòÿ áîëåå 50 ëåò ïîñëå ýòîãî Äèðèõëå è Ëåæàíäð (1825 ã.)

ñìîãëè äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ n = 5. Â 1839 ã. Ëàìå äîêàçàë òåîðåìó äëÿ n = 7. Ïðàêòè÷åñêè
ñðàçó æå ïîñëå ýòîãî Ëàìå è Êóììåð íåçàâèñèìî ïðåäëîæèëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â

îáùåì ñëó÷àå, íî îáà îïèðàëèñü íà íåîáîñíîâàííûé ôàêò, ÷òî ÷èñëà âèäà
∑n−2

i=0 aiζ
i, ãäå

ai ∈ Z, ζ � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû, ðàçëàãàþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì

â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë. Âïîñëåäñòâèè îêàçàëîñü, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íå òîëüêî íå

îáîñíîâàíî, íî è íåâåðíî. Òåì íå ìåíåå ðàáîòû Ëàìå è Êóììåðà ïîçâîëèëè âûäåëèòü öåëûå

ñåìåéñòâà ïðîñòûõ ïîêàçàòåëåé n, äëÿ êîòîðûõ âåðíà òåîðåìà Ôåðìà.
Ïîñëåäóþùèé ïðîðûâ ñëó÷èëñÿ ëèøü â ñåðåäèíå 20 âåêà, êîãäà ÿïîíñêèå ìàòåìàòèêè

Øèìóðà è Òàíèÿìà âûäâèíóëè ãèïîòåçó î òîì, ÷òî êàæäîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé y2 =
x3+ax2+bx+c ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (ò.å. êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ f :
C → C, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî ìîäóëÿðíîé ãðóïïû äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,

ò.å. f(az+bcz+d) = f(z), ad− bc = 1) (ò.å. ñîâïàäàþò èõ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä).
Â 1984 ã. Ã. Ôðàþ óäàëîñü ñâåñòè óðàâíåíèå Ôåðìà ê óðàâíåíèþ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé

ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïðè÷åì ýòîé ãèïîòåòè÷åñêîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íåëüçÿ ïîñòàâèòü â

ñîîòâåòñòâèå íè îäíó ìîäóëÿðíóþ ôîðìó. Òåì ñàìûì ïðîáëåìà Ôåðìà ïðåäñòàâëÿåò ÷àñò-

íûé ñëó÷àé ãèïîòåçûØèìóðû-Òàíèÿìû. Îêîí÷àòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçûØèìóðû-

Òàíèÿìû áûëî ïðåäñòàâëåíî àíãëèéñêèì ìàòåìàòèêîì Ý. Óàéëñîì â 1995 ã. ñïóñòÿ 8 ëåò

íåïðåðûâíîé ðàáîòû íàä å¼ äîêàçàòåëüñòâîì. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â 2016 ã. Óàéëñ ïîëó÷èë

ïðåìèþ Àáåëÿ çà äîêàçàòåëüñòâî Âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà.

2.2 Îáîáùåíèå òåîðåìû Ôåðìà äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ïîêàçàòåëåé

Òåîðåìà. Óðàâíåíèå xm/n+ym/n = zm/n íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x, y, z ïðè
m ≥ 3, (m,n) = 1.

Èäåè äîêàçàòåëüñòâà.

Èñõîäÿ èç îäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ïîïàðíî âçàèìíî

ïðîñòûõ x, y, z.
Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ÷èñëà αn, (α+ 1)n ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî

α > 0 è íàòóðàëüíîãî n, òî ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.

Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí f(x) ÷èñëà α. Îí äåëèò àííóëèðóþùèå ìíîãî÷ëåíû
g(x) = xn − αn, h(x) = (x + 1)n − (α + 1)n. Èç ýëåìåíòàðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé

âûòåêàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû, èìåþùèå îáùèé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü α, íå ìîãóò èìåòü îáùåãî
êîðíÿ λ ∈ C, îòëè÷íîãî îò α. Êðîìå òîãî, α íå ìîæåò áûòü êðàòíûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(x),
ïîýòîìó f(x) = x− α, ò.å. deg(α) = 1.

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2. Âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðèm = 1 èìåþò âèä: x = an, y = bn, z = (a+b)n.
Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî xm = an, ym = bn, zm = (a+ b)n. Òåïåðü èç âçàèìíîé

ïðîñòîòûm, n ïîëó÷àåì, ÷òî a = αm, b = βm, a+b = γm. Ò.å. αm+βm = γm, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
Âåëèêîé òåîðåìå Ôåðìà.

Îòêðûòàÿ ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóåò ëè ïîëîæèòåëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî α, îòëè÷íîå
îò 1/n, 2/n, òàêîå ÷òî óðàâíåíèå xα + yα = zα ðàçðåøèìî â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ?

2.3 abc-ãèïîòåçà è å¼ ñëåäñòâèÿ

Ðàäèêàë R(n) íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ýòî ïðîèçâåäåíèå âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé

÷èñëà n.
Â 1985 ã. Ìàññåð è Îñòåðëå âûäâèíóëè ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.

abc-ãèïîòåçà. Äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ κ(ε) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé

òðîéêè ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, c, òàêèõ, ÷òî a+b = c, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî c < κ(ε)(R(abc))1+ε.
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Íàèáîëåå ñèëüíûé äîêàçàííûé ðåçóëüòàò (Stewart, Kunrui, 2001) ãëàñèò, ÷òî

log c ≤ κ(ε)(R(abc))1/3+ε,

ãäå ïîñòîÿííóþ κ(ε) ìîæíî âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå.

Ïðèìåð 2. Ñïðàâåäëèâîñòü abc-ãèïîòåçû ïîçâîëèëà áû ïîëó÷èòü ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî

Âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà. Äåéñòâèòåëüíî, zn < κ(ε)(xyz)1+ε < κ(ε)z3+3ε. Ò.å. ïðè n ≥ 4
ïîëó÷àåì îöåíêó ñâåðõó z è, ñëåäîâàòåëüíî, íà zn, óíèâåðñàëüíîé ïîñòîÿííîé. Òåì ñàìûì,

òåîðåìà Ôåðìà ñâîäèëàñü áû ê ïåðåáîðó êîíå÷íîãî ÷èñëà âàðèàíòîâ (õîòÿ, âîçìîæíî, î÷åíü

áîëüøîãî).

Ïðèìåð 3. Ðåçóëüòàò Stewart-Kunrui ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ñâåðõó äëÿ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ ax + by = cz ñ ïîñòîÿííûìè a, b, c è òåì ñàìûì ñâåñòè ðåøåíèå ê êîíå÷íîìó ïåðåáîðó.

Äåéñòâèòåëüíî, z log c ≤ κ(ε)(R(abc))1/3+ε, ÷òî îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü ñâåðõó ïåðåìåííîé

z.

3 RSA-êðèïòîñèñòåìà

Â 1940 ã. èçâåñòíûé àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Ã. Õàðäè âûñêàçàë ìûñëü î òîì, ÷òî íàñòîÿùàÿ

ïåðâîêëàññíàÿ ìàòåìàòèêà (ò.å. ÷èñòàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ) â îñíîâíîì áåñïîëåçíà. È äîáàâèë, ÷òî

ýòî âîâñå íåïëîõî, óêàçàâ, ÷òî íèêòî íå îòêðûë íè îäíîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷èñåë â âîåííûõ

öåëÿõ. Îäíàêî ýòî ìíåíèå îêàçàëîñü îøèáî÷íûì. Íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûå ïðèìåíåíèÿ òåîðèè

÷èñåë áûëè ïîëó÷åíû êàê ðàç â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñåêðåòíîé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè â

âîåííûõ öåëÿõ. Ïèê ðàçâèòèÿ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé òåîðèè ÷èñåë ïðèõîäèòñÿ íà

70-90-å ãîäû 20 âåêà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî áûëî âûçâàíî áóðíûì ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé

òåõíèêè, à ñ äðóãîé ñòîðîíû îòêðûòèåì íîâîãî íàïðàâëåíèÿ â êðèïòîãðàôèè - ñîçäàíèå

êðèïòîñèñòåì ñ îòêðûòûì êëþ÷îì.

Äîëãîå âðåìÿ ïîëàãàëîñü, ÷òî â ëþáîé êðèïòîñèñòåìå ïîëüçîâàòåëü, çíàþùèé êëþ÷ øèô-

ðîâàíèÿ ìîæåò ëåãêî âîññòàíîâèòü è êëþ÷ äåøèôðîâàíèÿ. Ïîýòîìó îáà êëþ÷à äåðæàëèñü â

ñåêðåòå. Íî òàêîé ïîäõîä èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê: ÷èñëî êëþ÷åé â ñèñòåìå ðàñòåò

ïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ÷èñëà ïîëüçîâàòåëåé.

Â 1977 ã. Ðèâåñò, Øàìèð, Àäëüìàíí ïîñòðîèëè ïåðâûé ïðèìåð êðèïòîñèñòåìû ñ îòêðû-

òûì êëþ÷îì (ò.å. ïîçâîëÿþùåé íå ñêðûâàòü êëþ÷ øèôðîâàíèÿ), êîòîðàÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå

RSA-êðèïòîñèñòåìû è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûõ è ïî ñåé äåíü ââèäó å¼

ïðîñòîòû è íàäåæíîñòè. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì RSA-êðèïòîñèñòåìû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëüçîâàòåëü A æåëàåò îðãàíèçîâàòü ïðèåì ñåêðåòíûõ ñîîáùåíèé.

Äëÿ ýòîãî ïîëüçîâàòåëü A âûáèðàåò äâà áîëüøèõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñëà p, q, âû÷èñëÿåò
N = pq, çàòåì âûáèðàåò ñëó÷àéíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî e, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ϕ(N) è íàõîäèò

íàòóðàëüíîå ÷èñëî d òàêîå, ÷òî ed ≡ 1(mod N). ×èñëî N � ìîäóëü ïîëüçîâàòåëÿ A, è ÷èñëî

e � îòêðûòûé êëþ÷ ïîëüçîâàòåëÿ A, ïóáëèêóþòñÿ â îòêðûòîì äîñòóïå. Ëþáîé ïîëüçîâà-

òåëü, êîòîðûé æåëàåò ïåðåäàòü ïîëüçîâàòåëþ A ñåêðåòíîå ñîîáùåíèå m, âû÷èñëÿåò âû÷åò

y = me(mod N) è ïåðåäàåò åãî ïî îòêðûòîìó êàíàëó ñâÿçè. Ïîëüçîâàòåëü A âîññòàíàâëèâàåò

ñîîáùåíèå m ñ ïîìîùüþ ñâîåãî ñåêðåòíîãî êëþ÷à d, ò.å. yd = m(mod N). Äëÿ áîëüøèõ p,
q âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëà m, N îêàæóòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, áëèçêà ê 1 è â ýòîì ñëó-

÷àå êîððåêòíîñòü ïðîòîêîëà îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé Ýéëåðà. Âïðî÷åì, àëãîðèòì êîððåêòíî

ðàáîòàåò è â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ âçàèìíîé ïðîñòîòû m, N . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îáîñíîâàíèÿ

íóæíî ïðèìåíèòü ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà ïî ìîäóëÿì p, q, à çàòåì êèòàéñêóþ òåîðåìó îá

îñòàòêàõ.

Îòìåòèì, ÷òî ñòîéêîñòü RSA-êðèïòîñèñòåìû îñíîâàíà íà ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ϕ(N)
ïðè íåèçâåñòíûõ p, q, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ñâÿçàíî ñî ñëîæíîñòüþ ôàêòîðèçàöèè áîëüøîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
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3.1 Ïðîâåðêà ÷èñåë íà ïðîñòîòó, ãåíåðàöèÿ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ñâÿçü

ñ ãèïîòåçîé Ðèìàíà

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñòîéêîñòè êðèïòîñèñòåìû RSA íåîáõîäèìî èìåòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû

ãåíåðàöèè áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èçâåñòíû ÿâíûå ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë,

ê ïðèìåðó, ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ñåðïèíñêîãî

pn = [102
n
α]− 102

n−1
[102

n−1
α], α =

∞∑
i=1

pi10
−2i ,

à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû pn = θ(n lnn), π(n) ∼ n/ lnn ïðè n→∞, ýòè ðåçóëüòàòû
íå ïðèìåíèìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë ñîçäàíû äëÿ ÷è-

ñåë ÌåðñåííàMn = 2n−1, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòåí ïðîñòîé êðèòåðèé Ëþêà-Ëåìåðà: ÷èñëîMn,
n ≥ 3, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ïðîñòîå è Ln ≡ 0(modMn), ãäå L0 = 4,
Lk+1 = L2

k−2(modMn). Ýôôåêòèâíîñòü òåñòà Ëþêà-Ëåìåðà îáúÿñíÿåòñÿ äâóìÿ ïðè÷èíàìè:
÷èñëà Ìåðñåííà ëåãêî ãåíåðèðîâàòü, ò.ê. îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ åäèíèö â äâîè÷íîé çàïèñè,

à ïðîâåðêà óñëîâèé êðèòåðèÿ Ëþêà-Ëåìåðà òðåáóåò ïîëèíîìèàëüíîãî ïî n ÷èñëà äâîè÷íûõ

îïåðàöèé. Ñàìîå áîëüøîå èçâåñòíîå ïðîñòîå ÷èñëà - ÷èñëî Ìåðñåííà, ñîñòîÿùåå èç áîëåå

22 ìèëëèîíîâ äåñÿòè÷íûõ öèôð, áûëî íàéäåíî â ÿíâàðå 2016 ã. Âìåñòå ñ òåì, íåèçâåñòíî,

áåñêîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà.

Èçâåñòíû âåðîÿòíîñòíûå àëãîðèòìû ïðîâåðêè ÷èñëà N íà ïðîñòîòó, ïîçâîëÿþùèå äîêà-

çûâàòü, ÷òî ÷èñëî N ñîñòàâíîå ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå α > 0 çà ïîëèíîìèàëüíîå îòíî-

ñèòåëüíî äëèíû ÷èñëà N âðåìÿ. Îäèí èç òàêèõ òåñòîâ îñíîâàí íà ïðîâåðêå ìàëîé òåîðåìû

Ôåðìà aN−1 ≡ 1(mod N) äëÿ ñëó÷àéíî âûáðàííîãî a. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå íåâûïîëíè-

ìîñòè äàííîãî ñðàâíåíèÿ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ÷èñëî N ñîñòàâíîå. Âñå èçâåñòíûå äåòåð-

ìèíèðîâàííûå àëãîðèòìû ïîëèíîìèàëüíîé ïî logN ñëîæíîñòè îïèðàþòñÿ íà ìîäèôèêàöèþ

ñëåäóþùåé ãèïîòåçû Ðèìàíà: "âñå íóëè äçåòà-ôóíêöèè ζ(s) =
∑∞

n=1
1
ns , ðàñïîëîæåííûå â

ïîëîñå 0 ≤ Re(s) ≤ 1 ëåæàò íà ïðÿìîé Re(s) = 1
2 ." Îòìåòèì, ÷òî ãèïîòåçà Ðèìàíà ÿâëÿåòñÿ

îäíîé èç ñåìè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ òûñÿ÷åëåòèÿ (ðåøåíà òîëüêî îäíà èç íèõ - äîêàçàíà

ãèïîòåçà Ïóàíêàðå).

3.2 Çàäà÷à ôàêòîðèçàöèè è ñâÿçü ñ RSA

Êàê îòìå÷àëîñü, ñòîéêîñòü êðèïòîñèñòåìû RSA íàïðÿìóþ çàâèñèò îò ñëîæíîñòè çàäà÷è

ôàêòîðèçàöèè âûáðàííîãî ìîäóëÿ N . Ìíîãèå êëàññè÷åñêèå è ñîâðåìåííûå ìåòîäû ôàêòî-

ðèçàöèè îñíîâàíû íà ñëåäóþùåé ïðîñòîé èäåå.

Ïóñòü N = ab, ãäå a, b íå÷åòíûå ÷èñëà, òîãäà N = t2 − s2, ãäå t = a+b
2 , s = a−b

2 . Åñëè

÷èñëà a, b áëèçêè äðóã ê äðóãó, òî èõ ìîæíî áûñòðî íàéòè, ïåðåáèðàÿ çíà÷åíèÿ t = [
√
N ]+k,

k = 1, 2, . . . , ïîêà íå íàéäåì òàêîå t, ÷òî ÷èñëî t2 −N ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì. Îòñþäà,

â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò îãðàíè÷åíèå íà âûáîð p, q â RSA-êðèïòîñèñòåìå: |p− q| äîëæíî áûòü
äîñòàòî÷íî âåëèêî.

Ìîäèôèêàöèÿ ýòîé èäåè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñðàâíåíèé âèäà t2 ≡ s2(mod N) ïðè

t 6≡ ±s(mod N). Â ýòîì ñëó÷àå (t ± s,N) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì äåëèòåëåì ÷èñëà N .

Áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ôàêòîðèçàöèè îñíîâàíû íà ýòîé èäåå è ïðåäñòàâëÿþò

ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ñîîòíîøåíèé t2 ≡ s2(mod N).

Èçâåñòíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû, êîòîðûå ýôôåêòèâíî íàõîäÿò ôàêòîðèçàöèþ N = pq,
åñëè p±1, q±1 èìåþò íåáîëüøèå ïðîñòûå äåëèòåëè, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü íàêëàäûâàåò íîâûå

îãðàíè÷åíèÿ íà âûáîð ïàðàìåòðîâ RSA-êðèïòîñèñòåìû.
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Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëåå áûñòðûå ìåòîäû ôàêòîðèçàöèè ÷èñåë îáùåãî âèäà èìåþò ñóáýêñ-

ïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü îòíîñèòåëüíî n = logN, ò.å. O(exp(nα)), ãäå 0 < α < 1, ÷òî îáåñïå-
÷èâàåò ñòîéêîñòü RSA-êðèïòîñèñòåìû ïðè äîëæíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ. Íàèáîëåå áûñòðûå

ìåòîäû ôàêòîðèçàöèè ñâÿçàíû ñ ïåðåõîäîì îò öåëî÷èñëåííîé ôàêòîðèçàöèè ê ôàêòîðèçàöèè

â êîëüöàõ, ïîðîæäåííûõ ïðèñîåäèíåíèåì îïðåäåëåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ.

3.3 Îáîáùåíèÿ RSA-êðèïòîñèñòåìû

Îïèøåì îáùóþ èäåþ òîãî, êàê ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëîã RSA-êðèïòîñèñòåìû íà áîëåå øè-

ðîêèõ ìíîæåñòâàõ, ÷åì öåëûå ÷èñëà.

Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê ñ öåëûìè äåéñòâèòåëüíûìè è

ìíèìûìè ÷àñòÿìè - êîëüöî ãàóññîâûõ ÷èñåë Z[i]. Ýòè òî÷êè îáðàçóþò êâàäðàòíóþ ðåøåòêó

íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îáðàçóþòñÿ ïðèñîåäèíåíèåì

ýëåìåíòà i =
√
−1 ê ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è ñóæåíèåì ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà äî

ìíîæåñòâà öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Êîëüöî Z[i] îáëàäàåò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè êîëüöà

öåëûõ ÷èñåë: èìååò ìåñòî îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ â

ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ, ââîäèòñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ.

Óáåäèìñÿ, ÷òî â êîëüöå ãàóññîâûõ ÷èñåë èìååò ìåñòî àíàëîã òåîðåìû Ýéëåðà. Àëãåáðàè-

÷åñêè îáîñíîâàòü òåîðåìó Ýéëåðà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ýëåìåíòà

a â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ N äåëèò ïîðÿäîê ñàìîé ãðóïïû (ñëåä-

ñòâèå òåîðåìû Ëàãðàíæà), êîòîðûé ðàâåí ϕ(N), òî aϕ(N) äàåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû.

Î÷åâèäíî, ÷òî çäåñü íèêàê íå èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèôèêà öåëûõ ÷èñåë, è ýòî æå ðàññóæäåíèå

ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ êîëüöà ãàóññîâûõ ÷èñåë.

Îòìåòèì, ÷òî ϕ(N) = (Nm(p)− 1)(Nm(q)− 1), ãäå Nm(a) = |a|2.
Â äàëüíåéøåì ìû ïîêàæåì, ÷òî àíàëîã RSA ìîæíî ââåñòè â ëþáûõ êâàäðàòè÷íûõ êîëü-

öàõ (ïîëó÷åííûõ ïðèñîåäèíåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî ýëåìåíòà ñòåïåíè 2 ê ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë), â êîòîðûõ âûïîëíåíà îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ

â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî òàêèå àíàëîãè îáëàäàþò ïðèâû÷íûìè ñâîéñòâà-

ìè öåëî÷èñëåííîé RSA, íî ïðè ýòîì ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü áîëåå øèðîêîå ïðîñòðàíñòâî

èñõîäíûõ ñîîáùåíèé áåç óâåëè÷åíèÿ äëèíû êëþ÷åé.

Íàðÿäó ñ ñàìîé êðèïòîñèñòåìîé, ìû äåòàëüíî èññëåäîâàëè ñìåæíûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ

ãåíåðàöèåé êëþ÷åé è ñòîéêîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, íàì óäàëîñü ïîëó÷èòü íîâûå êðèòåðèè ïðî-

ñòûõ ÷èñåë â êâàäðàòè÷íûõ êîëüöàõ, íà îñíîâå êîòîðûõ ìû ñîçäàëè ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû

òåñòèðîâàíèÿ íà ïðîñòîòó. Äåòàëè ìû áóäåì ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàòü â íàøåì êóðñå.

4 Ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà àëãîðèòìà Åâêëèäà

4.1 Òåîðåìû Êðîíåêåðà-Âàëåíà è Ëàìå

Õîðîøî èçâåñòåí ôàêò, ÷òî ìàêñèìóì ÷èñëà øàãîâ äëÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà, ïðèìåíåííîãî

ê äâóì ÷èñëàì, íå ïðåâîñõîäÿùèì N, äîñòèãàåòñÿ íà äâóõ íàèáîëüøèõ ÷èñëàõ Ôèáîíà÷÷è

èç îòðåçêà [1, N ]. Îòñþäà è èç ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû fn ≈ 1√
5
(1+
√
5

2 )n âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî

øàãîâ àëãîðèòìà Åâêëèäà åñòü âåëè÷èíà O(logN) (òåîðåìà Ëàìå).

Ðàññìàòðèâàÿ öåëî÷èñëåííûå îñòàòêè (íàèìåíüøèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) âìåñòî íà-

òóðàëüíûõ, ìîæíî óñêîðèòü àëãîðèòì Åâêëèäà. Êðîíåêåð è Âàëåí íåçàâèñèìî äîêàçàëè, ÷òî

âûáîð íàèìåíüøèõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îñòàòêîâ íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà Åâêëèäà

ïðèâîäèò ê êðàò÷àéøåé âåðñèè àëãîðèòìà Åâêëèäà (òîò ñëó÷àé, êîãäà æàäíûé àëãîðèòì

îêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì).
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4.2 Àíàëîãè â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ

Äëÿ êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ R[x] îïðåäåëèì íîðìó êàê ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Ðàññìàòðèâàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ fn+2(x) = xfn+1(x) + fn(x), f1(x) = 1, f2(x) = x, âèäèì, ÷òî
àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ fn+1(x), fn(x) òðåáóåò n øàãîâ. Èíûìè ñëîâàìè,

àíàëîã òåîðåìû Ëàìå â ýòîì êîëüöå íå èìååò ìåñòà.

Òåì íå ìåíåå, òåîðåìà Êðîíåêåðà-Âàëåíà îñòàåòñÿ âåðíîé â êîëüöå R[x].

4.3 Àíàëîãè â êâàäðàòè÷íûõ êîëüöàõ

Äëÿ êâàäðàòè÷íîãî êîëüöà (åâêëèäîâîãî) Z[
√
d] îïðåäåëèì íîðìó ÷èñëà a+b

√
d êàê âåëè÷èíó

|a2 − b2d|.
Ðîëëåò÷åê äîêàçàë óäèâèòåëüíûé ðåçóëüòàò: òåîðåìà Êðîíåêåðà-Âàëåíà âûïîëíÿåòñÿ â

Z[
√
d] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d 6= −11.
Íàì óäàëîñü îòäåëèòü îáùèå (ñòðóêòóðíûå àëãåáðàè÷åñêèå) ñâîéñòâà åâêëèäîâûõ êîëåö

îò ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ äàííîãî êîëüöà, êîòîðûå èãðàþò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå

òåîðåìû Êðîíåêåðà-Âàëåíà è òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè àëãîðèòìû àâòîìàòè÷åñêîãî äîêàçà-

òåëüñòâà ýòîé òåîðåìû â êîíêðåòíûõ êîëüöàõ. Â äàëüíåéøåì êóðñå ìû äåòàëüíî îáñóäèì

ýòè ñâîéñòâà, àëãîðèòìû è ïåðñïåêòèâû èõ êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè.

5 Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè ÷èñåë ïîçâîëÿþò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïå-

ðåíåñòè ìíîãèå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà áîëåå øèðîêèå

÷èñëîâûå ñòðóêòóðû. Äëÿ ðÿäà çàäà÷ ýëåìåíòàðíîé òåîðèè ÷èñåë èìåííî ïåðåõîä ê àëãåá-

ðàè÷åñêèì ðàñøèðåíèÿì ïîçâîëÿåò íàéòè èñ÷åðïûâàþùåå ðåøåíèå, êàê â ñëó÷àå Âåëèêîé

òåîðåìû Ôåðìà, ëèáî ñòðîèòü ðåêîðäíî áûñòðûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíî ñëîæ-

íûõ çàäà÷, òàêèõ êàê ôàêòîðèçàöèÿ áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Âìåñòå ñ òåì, ìû âèäèì,

÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåò è ïðèðîäà ñàìèõ ÷èñåë, à íå òîëüêî èõ ñòóê-

òóðíûå ñâîéñòâà, ýòî õîðîøî èëëþñòðèðóåòñÿ â òåîðåìàõ Ëþêà-Ëåìåðà, Ëàìå, Êðîíåêåðà-

Âàëåíà. Òåì ñàìûì, òåîðèÿ ÷èñåë, èìåÿ î÷åíü òåñíûå ñâÿçè ñ àëãåáðîé, îñòà¼òñÿ ïîëíîöåííîé

è ñàìîñòîÿòåëüíîé îòðàñëüþ ìàòåìàòèêè.
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